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APPRENTISSAGE SUPERVISE
FORMULATION D’UN PROBLEME DE MACHINE LEARNING

Dans le cadre supervisé, nous avons accés a un dataset D défini comme :

Nombre d’informations

D—{<xi,yi> Vi < i, xieRd’,yiey}
T

Nombre d’observations

Avec Y C R pour un probléme de régression et Y C N dans le cadre d"une classification. Les
problemes de Machine Learning supervisé peuvent souvent s’écrire sous la forme d"une optimisation
d"une fonction de perte L : RY x My o x R" — R, comme::

Vecteur des parametres optimaux

]

0" = argmin £(6,X,y)
d

{

Dimension du vecteur de parameétres
Dans la suite, pour simplifier les notations, nous omettrons la dépendance de £ en X (matrice des
informations) et y (vecteur réponse). Notons qu’en général, nous avons d # d’ et dans le cas du deep
learning, trés souventd >> d'.
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PERCEPTRON
PRESENTATION
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Figure - Visualisation d’un dataset pour un probléme de classification avecd =2etYy = {-1,1}

Ici le dataset est linéairement ! séparable : on cherche donc a apprendre la droite qui permet de séparer
les deux classes.

1. Terme de la littérature, affine serait plus correct
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PERCEPTRON
PRESENTATION

L’algorithme du perceptron est décrit dans 1’article éponyme [Minsky and Papert, 1969], on reprend
ici les notations et définition. Le probléme que 1’on se pose est donc :

fo(x) = sgn((w,x))

n
w* = argmin Z max {0, —y;(w, x;) }
weRd i=1

Avec f la fonction de décision finale et w le vecteur de poids définissant '’hyperplan séparateur. Le
probléme d’optimisation est résolu en appliquant la regle de mise a jour observations par
observations :

W1 = Wi+ YXLya, 1)<0



PERCEPTRON
VISUALISATION DE L' APPRENTISSAGE

La régle de mise a jour est :
Wiyl = Wr + yxny<wt,x><0

Elle se visualise dans notre exemple :
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(a) Etape t (b) Etape t + 1

Figure — Intuition géométrique de 'apprentissage du perceptron
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PERCEPTRON
LA CONVERGENCE DU PERCEPTRON EST GARANTIE DANS LE CAS LINEAIREMENT SEPARABLE

Théoreme 1 (Convergence du perceptron)

On suppose que les données issues d’un dataset D soient linéairement séparables et de plus que :
37>0,Vi<7’l, yi<w>k7xi> <’Y

On note R = max ||x;||. Alors la k-ieme erreur de classification du perceptron aura lieu avant :
1<i<n

R\?
k<<) o 2
:

7 correspond ici a l'existence d"une marge qui sépare les deux classes. Ainsi, plus la marge est grande
plus la k-ieme erreur arrivera tot.
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PERCEPTRON
PREUVE

Puisque le vecteur des parametres w n’est mis a jour que lors d"une erreur de prédiction, on note wy le

vecteur lorsque la k-iéme erreur est commise. Alors :

Wy = Wi—1 + YiX;

On commence par remarquer que :

(wg, w*) = (wr—1 + yix;, w*)
= <wk—17W*> +yi<xiaw*>
> (Wg_1,w") +~ par définition de v

Par une récurrence immeédiate, on a :
*
(wy, w*) = ky

)
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PERCEPTRON
PREUVE

Puisqu’on veut borner le nombre d’erreurs, il faut borner I’apparition de k, et donc majorer le terme
(wy, w*). On peut regarder 1'inégalité de Cauchy-Schwarz quand on cherche & majorer de telles
quantités. Pour le faire, on doit avoir une idée de la norme de wy :

2 2 24112
lwill® = llwe—1]l” + 2yi(we, x3) + i [l
|wi_1]|* — 2y + R* par définition de v et R

N IN

kR? par récurrence immédiate
I1 ne nous reste plus qu’a appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz en partant de (1) :

kZ,YZ < <Wk,w*>2
< kR?*|w*||* par Cauchy-Schwarz

R\? .
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PERCEPTRON
PROBLEME XOR

On souhaiterai savoir s’il est possible a ’aide d’un perceptron de reproduire les fonctions logiques
NOT, AND, OR et XOR. Pour I'opérateur de négation, w = —1 et b = 0.5 suffisent pour renvoyer les
valeurs attendues.

(a) Probleme AND (b) Probléme OR (c) Probléeme XOR

Dans le cas de XOR, on ne peut pas trouver un couple (w, b) qui permettent & un perceptron de
séparer les classes correctement. Nous savons que XOR(A, B) = AND(NOT(AND(A, B)),OR(A, B))

donc il faudrait combiner plusieurs perceptrons pour y parvenir!



RESEAU DE NEURONES
EXEMPLE D’UN RESEAU

Input Layer

%s%f’
R/

/

Output Layer

N0
@)

{QQQQJ

Figure — Exemple d'un réseau de neurones avec 2 couches cachées pour une classification binaire



RESEAU DE NEURONES
DESCRIPTION D’UN NEURONE

Un neurone renvoie un nombre apres ’application d"une fonction f que 1’on appelle fonction
d’activation : nous reviendrons apres sur cette notion.

-1
2

Couche ! < L

Figure — Neurone j de la couche | paramétré par les poids w] € RN--1 et le biais b; eR

L'objectif est de comprendre comment on peut apprendre ces parametres.



RESEAU DE NEURONES
DESCENTE CLASSIQUE

La méthode la plus utilisée pour résoudre ce genre de probleme est la descente de gradient :

Or1 =0 — e VL(0r)
{

Learning rate

La convergence est garantie dans le cas o1 £ est convexe. Ce
n’est pas le cas dans un réseau de neurones, mais il est
montré [Choromanska et al., 2015] que la majorité des
minimaux locaux d"un réseau de neurones sont proches en
terme de valeur optimale. Ainsi, obtenir un minima local est
satisfaisant. 0

Quand on travaille avec des grands datasets, le cotit de
calcul/temps est grand si 1’on calcule VL (6;) pour la totalité 0,
de la base. Ainsi, on préfere la descente de gradient
stochastique par batch : on applique la descente de gradient
a l’ensemble de la base de données en découpant en petit lots Figure — Exemple d’une descente de
(batch) aléatoires et en mettant a jour ¢ a chaque fois. gradient pour f(x) = x




ALGORITHME DE BACK-PROPAGATION
COMMENT CALCULER LES DERIVEES PARTIELLES?

On souhaite mettre en place la descente de gradient pour pouvoir apprendre 1’ensemble des poids.

oL

Nous avons besoin de calculer pour le neurone j < N a la couche I < L les gradients —— et b en
w: .
ok j
conservant les notations d'un neurone j < N; ala couche! < L:

l -1 /
Zj = <ZUj,a > + b]
-1

A= fE

Avec la derniere équation étant vectorisé. Par le théoreme de dérivation des fonctions composées, on
obtient :

I !
oc  ocov. b oL oL 0z oz
— = 7 Mmais — = 1 = = = mais =a,
8b]’ f%j 82]' Zj 8w§-7k 825- 8w]l-7k 8w]l-7k
_oc oL 11 0L

a7l l. kool
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ALGORITHME DE BACK-PROPAGATION
COMMENT CALCULER LES DERIVEES PARTIELLES DE LA DERNIERE COUCHE?

Pour le neurone j < N; ala couche ! < L on a obtenu que 6—% = a—ﬁz e a—ﬁl = ;:10—/“;.
ob; 0z Owjy 0z

On définit 5]’» = % la quantité commune a ces deux gradients. 5/’- s’interprete comme l’erreur brut d'un
)7l

neurone. Si l’on considére les neurones les plus proches de la sortie, donc a la couche L, on a pour un
neurone j < Ny avec le théoréme de dérivation des fonctions composées :

L
oL 4; .
& = ﬁa—; mais  a; = f(z])
j 9%
oL
= f’(ZJL)ﬁ

Calculer la valeur de 8—'% est aisé puisqu’il suffit de comparer la valeur prédite par le réseau a la
a

valeur attendue. En combinant ce résultat a la question précédente, nous savons calculer la mise a jour
des poids et des biais de la derniere couche.



ALGORITHME DE BACK-PROPAGATION
COMMENT CALCULER LES DERIVEES PARTIELLES DU RESTE DU RESEAU ?

oL oL oL
Pour le neurone j < N; ala couche ! < L on a obtenu que 8—1 =_—et— 5( !
ob; 0z Owjy

j J ()z

De plus, 6jL =f (ZJL)SQLL ce qui implique que l'on sait calculer les gradients pour les poids des

neurones de la derniere couche. Pour calculer le reste des gradients, il faut probablement réussir a
exprimer 5]’» en fonction de 5J-L : probablement de proche en proche. On considére le neurone j < N; a la

couchel < L:

5 = 9t

= Z wlﬂél+1 (z)) par définition des 5]Z



ALGORITHME DE BACK-PROPAGATION
EXPLOSION ET DISPARITION DES GRADIENTS

Pour le neurone j < N; ala couche / < L on a obtenu que 85 = 5]7 et 87/3 = a 51 avec

; 8w
l+1 (]
E w0 f(2))
Sil’on note v = maxf'(x) alors :
xeR

N4 np—1

|5l L I+1 Z l+l Z l+2 Zw]L,kéjL
k=1
1

Dans les premiers réseaux de neurones la fonction sigmoid était utilisée et dans ce cas v = 3 ce qui
pouvait conduire a une disparition de I'information des gradients dans les réseaux profonds. Ce
phénomene est appelé vanishing gradient. Le phénomeéne inverse ? s’appelle exploding gradient.

II faut donc choisir avec plus de précaution la fonction d’activation f.

2. Avoir des gradients qui sont de plus en plus grand quand on remonte le réseau
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FONCTIONS D’ACTIVATION

FONCTION D’ACTIVATION CLASSIQUE

fx)

Figure — Fonctions sigmoid et tangente hyperbolique

Initialement les fonctions sigmoid et
tangente hyperbolique ont été choisie
pour étre les fonctions d’activation dans
un réseau de neurones :

1
olx) = 1+e ™
ex _ e—x

Ces deux fonctions peuvent amener a
des gradients qui disparaissent ou
explose quand la back-propagation a
lieu.
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FONCTIONS D’ACTIVATION

FONCTION D’ACTIVATION RELU ET VARIANTES

fx)

Figure — Fonctions ReLU et Leaky ReLU

Une fonction plus simple a été
proposée :

ReLU(x) = max{0, x}

Elle présente beaucoup moins souvent
les deux phénomenes néfastes, mais en
ameéne un autre : la mort de neurones.
Puisque le gradient est fréquemment
zéro, certain neurones n’apprennent plus.
Ainsi, de nombreuses propositions on
vu le jour, dont :

Leaky ReLU(x) = max{ax, x}

Avec a > 0 un hyper-parameétre.
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FONCTIONS D’ ACTIVATION
FONCTIONS D’ACTIVATION MODERNE

f()

Figure - SiLU et GELU

Des variantes ont été proposées et on montré des
performances équivalentes a meilleures que ReLU
sur une variété de problemes. Nous citerons
spécifiquement GELU et SiLU

[Hendrycks and Gimpel, 2016].

SiLU(x) = xo(x) avec o(x)= 1 +1ex
GELU(x) = x¢(x) avec o(x)= \/; ) e’édt
™ J—00

Dans les architectures les plus poussées on
observes mémes de nouveaux blocs dédiés a
I'activation comme présenté dans

[Dauphin et al., 2016] et [Shazeer, 2020].



INITIALISATION DES POIDS
COMMENT LIMITER LES EFFETS D’EXPLOSION OU DE DISPARITION DES GRADIENTS ?

On considere un réseau de neurones a L € N* couches. On reprend la majorité des notations
précédentes, mais on note z; le résultat du neurone k a la couche ! défini par :
Nombre de couche du réseau iVec’[eulr d’entrée de la couche |
Vi< L, Vke Nj, zi:(wf(7 xl)
f

Nombre de neurones de la couche | Matrice des poids du neurone k a la couche /

Nous faisons les hypotheses supplémentaires :
» Indépendance et distribution : (wl)KL , (xl)KL et <zl)l<L sont indépendants et identiquement

X

distribuées (respectivement)
» Indépendance: VI < L, wh 1L«

» Poids centrés : E [wl} = 0 et la distribution est symétrique autour de 0

» Résultats centrés : E [zl] = 0 et la distribution est symétrique autour de 0

On souhaite obtenir une bonne propagation des signaux dans les deux sens afin d’éviter une
explosion ou une disparition des gradients. Formellement :

VISKL, V [zl} —v [zl} )



INITIALISATION DES POIDS
CAS D’UNE FONCTION D’ACTIVATION IMPAIRE

Calculons pour! < Letk € N;:

VB - Ve
— MinputV [whjxf|  par indépendance et car identiquement distribué, pour j < finput
— g (¥ [k v ] + £ ]9 [x] + £ ] ¥ [ah])
= MinpuV [ | E {(xj)z] car E [w}] =0
Rappelons que ¥' = f (=) avecf Ia fonction d’activation entre la couche / 1 et la couche L. Si f est
impaire, alors E |+!| =E[f (z1)| =0 doncE {(x;)z] =V |7!]. Ainsi,
=

VI<L,VkeN,, V [zi] = finputV [w,l(,]-] % [zf;ﬂ =11 (ninputv [wfw-D % [z,l]
i=1

1
Une condition suffisante pour que I'on respecte 1'équation (2) est que V [wf( ]} =
’ input



INITIALISATION DES POIDS
CAS D’UNE FONCTION D’ACTIVATION IMPAIRE

Nous venons de reproduire le raisonnement de l'article Understanding the difficulty of training deep
feedforward neural networks [Glorot and Bengio, 2010]. Pour résoudre le probleme final, choisir la
condition qui conviendra pour les deux passes (forward et backward), les auteurs proposent de prendre
la moyenne entre les deux conditions. Plus tard, nous ferons références au nombre de neurones de la
couche précédente (respectivement suivante) par fan in (respectivement fan out).

Notons que nous n’avons supposé aucune loi pour l'initialisation des poids a part des conditions
d’indépendance, distribution et que la loi doit étre symétrique autour de 0 et d’espérance 0. Les cas les
plus classiques sont :

2
fan in + fan out
6
fan in + fan out

» Normale : N'(0,02) : 0 = \/

» Uniforme : U ([—a,a]) :a = \/



INITIALISATION DES POIDS
CAS DE LA FONCTION ReLU

Puisque cette fois f n’est pas impaire mais égale a f(x) = max {0, x}, nous avons que :

o] - el
“+oo
= f(t)*p(t)dt avec p la densité de probabilité associé a z

—0o0

+oo
= / p(t)dt
0

= %V z]

Nous avons donc cette fois :

wer ke, V] =y fuf | v ) = TT (M ful] ) v A

1=

A nouveau, une condition suffisante pour que la relation (2) soit vérifée pour la passe forward est :

\% [wi’]} = i

N
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INITIALISATION DES POIDS
CAS DE LA FONCTION ReLU

C’est tres proche de la condition quand I'on considére une fonction d’activation impaire, mais cela
résulte en un écart significatif lors de I'entrainement. Le raisonnement suivi a été décrit dans l’article
Delving deep into rectifiers : Surpassing human-level performance on ImageNet classification [He et al., 2015].
Contrairement a la résolution proposée par Xavier Glorot et Yoshua Bengio, la valeur de la variance
pour les poids est obtenu en sélectionnant le fan in ou le fan out : on le note fan mode.

2
> : %)=\ e
Normale : N'(0,0%) : o m
6
» Unif (U ([— %=\ fan mode
Uniforme : U ([—a,4]) : a m

On peut obtenir des distributions précises également pour le Leaky ReLU.

N
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